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 لیسمعادلات دیفران

 مرتبه اول

 (Separable) جداشدنی

𝑦′(𝑥) = 𝑓(𝑥)𝑔(𝑦) 

∫
𝑑𝑦

𝑔(𝑦)
= ∫ 𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 + 𝐶 

 

  مرتبه اول خطی

𝑦′(𝑥) + 𝑝(𝑥)𝑦(𝑥) = 𝑓(𝑥) 

 :سازعامل انتگرال

𝜇(𝑥) = 𝑒𝑥𝑝 ∫ 𝑝(𝜉) 𝑑𝜉
𝑥

0

 

 :مشتق

(𝜇𝑦)′ = 𝑓𝜇 

 جواب:

𝑦(𝑥) =
1

𝜇(𝑥)
(∫ 𝑓(𝜉)𝜇(𝜉) 𝑑𝜉 + 𝐶) 

 کامل

𝑀(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥 + 𝑁(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑦 = 0 

 شرط:

𝑀𝑦 = 𝑁𝑥 

 جواب: 

𝑢(𝑥, 𝑦)  ثابت=

 که در آن:

𝑑𝑢 =
𝜕𝑢

𝜕𝑥
𝑑𝑥 +

𝜕𝑢

𝜕𝑦
𝑑𝑦 

𝜕𝑢

𝜕𝑥
= 𝑀(𝑥, 𝑦),   

𝜕𝑢

𝜕𝑦
= 𝑁(𝑥, 𝑦) 

 غیرکامل

𝜇(𝑥, 𝑦)(𝑀(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥 + 𝑁(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑦) = 𝑑𝑢(𝑥, 𝑦) 

𝑀𝑦 = 𝑁𝑥 

𝑁
𝜕𝑢

𝜕𝑥
− 𝑀

𝜕𝑢

𝜕𝑦
= 𝜇 (

𝜕𝑀

𝜕𝑦
−

𝜕𝑁

𝜕𝑥
) 

 های خاصحالت

 اگر 
𝑀𝑦−𝑁𝑥

𝑀
= ℎ(𝑦) گاه آن𝜇(𝑦) = exp ∫ ℎ(𝑦) 𝑑𝑦. 

 اگر 
𝑀𝑦−𝑁𝑥

𝑁
= −ℎ(𝑥) گاه آن𝜇(𝑦) = exp ∫ ℎ(𝑥) 𝑑𝑥. 

 مرتبه دوم

 خطی

𝑎(𝑥)𝑦″(𝑥) + 𝑏(𝑥)𝑦′(𝑥) + 𝑐(𝑥)𝑦(𝑥) = 𝑓(𝑥) 

𝑦(𝑥) = 𝑦ℎ(𝑥) + 𝑦𝑝(𝑥) 

𝑦ℎ(𝑥) = 𝑐1𝑦1(𝑥) + 𝑐2𝑦2(𝑥)
 

 

 ضرایب ثابت

𝑎𝑦″(𝑥) + 𝑏𝑦′(𝑥) + 𝑐𝑦(𝑥) = 𝑓(𝑥) 

𝑦(𝑥) = 𝑒𝑟𝑥 ⇒ 𝑎𝑟2 + 𝑏𝑟 + 𝑐 = 0 

 های مجزا و حقیقی: ریشه 

𝑟 = 𝑟1,2,   𝑦ℎ(𝑥) = 𝑐1𝑒𝑟1𝑥 + 𝑐2𝑒𝑟2𝑥 

 تکراری حقیقی هایریشه: 

𝑦ℎ(𝑥) = (𝑐1 + 𝑐2𝑥)𝑒𝑟𝑥  

 های مختلط:ریشه 

𝑟 = 𝛼 ± 𝑖𝛽,   𝑦ℎ(𝑥) = (𝑐1 cos 𝛽𝑥 + 𝑐2 sin 𝛽𝑥)𝑒𝛼𝑥 
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 (Cauchy-Euler Equations) اویلر-معادلات کوشی

𝑎𝑥2𝑦″(𝑥) + 𝑏𝑥𝑦′(𝑥) + 𝑐𝑦(𝑥) = 𝑓(𝑥) 

𝑦(𝑥) = 𝑥𝑟 ⇒ 𝑎𝑟(𝑟 − 1) + 𝑏𝑟 + 𝑐 = 0 

 ی مختلفهاحالت

 مجزا و حقیقی:  هایریشه 

𝑟 = 𝑟1,2,   𝑦ℎ(𝑥) = 𝑐1𝑥𝑟1 + 𝑐2𝑥𝑟2 

 تکراری حقیقی هایریشه: 

𝑦ℎ(𝑥) = (𝑐1 + 𝑐2 ln|𝑥|)𝑥𝑟  

 مختلط: هایریشه 

𝑟 = 𝛼 ± 𝑖𝛽,   𝑦ℎ(𝑥) = (𝑐1 cos(𝛽 ln|𝑥|) + 𝑐2 sin(𝛽 ln|𝑥|))𝑥𝛼 

 مسائل غیرهمگن

 نامعینروش ضرایب 

𝑓(𝑥)    𝑦𝑝(𝑥) 

𝑎𝑛𝑥𝑛 + ⋯ + 𝑎1𝑥 + 𝑎0    𝐴𝑛𝑥𝑛 + ⋯ + 𝐴1𝑥 + 𝐴0 

𝑎𝑒𝑏𝑥    𝐴𝑒𝑏𝑥  

𝑎 cos 𝜔𝑥 + 𝑏 sin 𝜔𝑥    𝐴 cos 𝜔𝑥 + 𝐵 sin 𝜔𝑥 

  شده:اصلاح نامعینروش ضرایب 

معادله  برای یک جواب 𝑦𝑝(𝑥)حدس  رای داگر جمله

شد، آن  𝑘که ضرب کنید  𝑥𝑘در را گاه حدس همگن با

عدد صححح یس اسححححت  که هیچ طوری به کوچکترین 

 .نباشده همگن جواب مسئل 𝑥𝑘𝑦𝑝(𝑥)ای از جمله

 اهش مرتبهک

 همگن حالت: 

𝐿[𝑦]که در  𝑦1(𝑥)برای  = ند، جواب صححححد  ی 0 ک

𝑣(𝑥)صحححورت مسحححتقل خطی دوم را به = 𝑣(𝑥)𝑦1(𝑥) 

ید یاب 𝑧. ب = 𝑣′  به اول یل مرت له دیفرانسححح عاد یک م

 .استجداشدنی 

 حالت ناهمگن: 

𝐿[𝑦]که در  𝑦1(𝑥)برای  = ند، جواب صححححد  ی 0 ک

𝐿[𝑦] = 𝑓 به نهرا  که گو ید  یاب 𝑣(𝑥)ای ب = 𝑣(𝑥)𝑦1(𝑥). 

𝑧معادله  = 𝑣′  یک معادله دیفرانسیل خطی مرتبه اول

 .است

 روش تغییر پارامتر

𝑦𝑝(𝑥) = 𝑐1(𝑥)𝑦1(𝑥) + 𝑐2(𝑥)𝑦2(𝑥) 

𝑐1
′ (𝑥)𝑦1(𝑥) + 𝑐2

′ (𝑥)𝑦2(𝑥) = 0 

𝑐1
′ (𝑥)𝑦1

′ (𝑥) + 𝑐2
′ (𝑥)𝑦2

′ (𝑥) =
𝑓(𝑥)

𝑎(𝑥)
 

 های عددیروش

 روش اویلر

𝑦0 = 𝑦(𝑥0) 

𝑦𝑛 = 𝑦𝑛−1 + ∆𝑥𝑓(𝑥𝑛−1, 𝑦𝑛−1),   𝑛 = 1, … , 𝑁 
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 های سریجواب

 روش تیلور

𝑓(𝑥) = ∑ 𝑐𝑛𝑥𝑛
∞

𝑛=0
,   𝑐𝑛 =

𝑓(𝑛)(0)

𝑛!
 

 عادله دیفرانسیل مشتق بگیرید.چند بار از م. ۱

 . شرایط اولیه را اعمال کنید.۲

 . ضرایب تیلور را م اسبه کنید.۳

 قرار دهید. 𝑦(𝑥). ضرایب را در فرم سری ۴

 های توانیسری

 . تساوی زیر را در نظر بگیرید.۱

𝑦(𝑥) = ∑ 𝑐𝑛(𝑥 − 𝑎)𝑛
∞

𝑛=0
 

۲ .𝑦′(𝑥)  و𝑦′′(𝑥) .را بیابید 

 را در معادله دیفرانسیل قرار دهید.. بسط سری ۳

 . جملات مشابه را با هم جمع کنید.۴

 . رابطه بازگشتی را پیدا کنید.۵

 هضحححرایب را ب 𝑦(𝑥). با جایگذاری سحححری در معادله ۶

   دست آورید.

 نقاط معمولی و تکین

𝑦″ + 𝑎(𝑥)𝑦′ + 𝑏(𝑥)𝑦 = 0 

  از نقاط زیر است:یکی 𝑥0در معادله بالا، 

 طه بازه  𝑏(𝑥)و  𝑎(𝑥)معمولی اسححححت اگر  نق در 

|𝑥 − 𝑥0| < 𝑅  .حقیقی ت لیلی باشند 

 تکین منظم اسحححححت اگر  نقطححه(𝑥 − 𝑥0)𝑎(𝑥)  و 

(𝑥 − 𝑥0)2𝑏(𝑥)  سحححری تیلور همگرا حول𝑥 = 𝑥0 

 داشته باشند.

 تکین نامنظم است اگر معمولی یا تکین  نقطه

  منظم نباشد.

 (Frobenius Method) روش فروبنیوس

𝑦(𝑥) . تسحححححاوی۱ = ∑ 𝑐𝑛(𝑥 − 𝑥0)𝑛+𝑟∞
𝑛=0  ظر ن را در 

 بگیرید.

𝑟(𝑟 . معادله مشححخ ححه۲ − 1) + 𝑎0𝑟 + 𝑏0 دسححت را به

 آورید.

های معادله نوع ریشححه. رابطه بازگشححتی را براسححاس ۳

 مشخ ه پیدا کنید. 

 قرار دهید. 𝑦(𝑥). ضرایب را م اسبه کنید و در سری ۴

 ستبدیل لاپلا

 های مهمتبدیل

𝑐

𝑠
 𝑐 

1

𝑠 − 𝑎
,   𝑠 > 𝑎 𝑒𝑎𝑡 

𝑛!

𝑠𝑛+1
,   𝑠 > 0 𝑡𝑛 

𝜔

𝑠2 + 𝜔2
 sin 𝜔𝑡 

𝑠

𝑠2 + 𝜔2
 cos 𝜔𝑡 

𝑎

𝑠2 − 𝑎2
 sinh 𝑎𝑡 

𝑠

𝑠2 − 𝑎2
 cosh 𝑎𝑡 

𝑒−𝑎𝑠

𝑠
,   𝑠 > 0 𝐻(𝑡 − 𝑎) 

𝑒−𝑎𝑠 ,   𝑎 ≥ 0, 𝑠 > 0 𝛿(𝑡 − 𝑎)  

 تبدیل لاپلاس هایویژگی

ℒ[𝑎𝑓(𝑡) + 𝑏𝑔(𝑡)] = 𝑎𝐹(𝑠) + 𝑏𝐺(𝑠) 

ℒ[𝑡𝑓(𝑡)] = −
𝑑

𝑑𝑠
𝐹(𝑠) 

ℒ [
𝑑𝑓

𝑑𝑡
] = 𝑠𝐹(𝑠) − 𝑓(0) 

ℒ [
𝑑2𝑓

𝑑𝑡2
] = 𝑠2𝐹(𝑠) − 𝑠𝑓(0) − 𝑓′(0) 

ℒ[𝑒𝑎𝑡𝑓(𝑡)] = 𝐹(𝑠 − 𝑎) 

ℒ[𝐻(𝑡 − 𝑎)𝑓(𝑡 − 𝑎)] = 𝑒−𝑎𝑠𝐹(𝑠) 

ℒ[(𝑓 ∗ 𝑔)(𝑡)] = ℒ [∫ 𝑓(𝑡 − 𝑢)𝑔(𝑢) 𝑑𝑢
𝑡

0

] = 𝐹(𝑠)𝐺(𝑠) 
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 حل مسائل مقدار اولیه

 . با اعمال شرایط اولیه از معادله دیفرانسیل تبدیل لاپلاس بگیرید.۱

 حل کنید.  𝑌(𝑠). معادله را برای ۲

 دست آورید. را به 𝑦(𝑡). با استفاده از عکس تبدیل لاپلاس و گسترش کسرهای جزئی، ۳

 توابع خاص

 (Legendre Polynomials) های لژاندرایچندجمله

𝑝𝑛(𝑥) =
1

2𝑛𝑛!

𝑑𝑛

𝑑𝑥𝑛
(𝑥2 − 1)𝑛  

(1 − 𝑥2)𝑦″ − 2𝑥𝑦′ + 𝑛(𝑛 + 1)𝑦 = 0. 

(𝑛 + 1)𝑃𝑛+1(𝑥) = (2𝑛 + 1)𝑥𝑃𝑛(𝑥) − 𝑛𝑃𝑛−1(𝑥),   𝑛 = 1,2, …. 

𝑔(𝑥, 𝑡) =
1

√1 − 2𝑥𝑡 + 𝑡2
= ∑ 𝑃𝑛(𝑥)𝑡𝑛

∞

𝑛=0

,   |𝑥| ≤ 1, |𝑡| < 1. 

 (Bessel Functions) توابع بسل

𝐽𝑝(𝑥), 𝑁𝑝(𝑥)2 

𝑥2𝑦″ + 𝑥𝑦′ + (𝑥2 − 𝑝2)𝑦 = 0. 

 (Gamma Functions) توابع گاما

Γ(𝑥) = ∫ 𝑡𝑥−1𝑒−𝑡𝑑𝑡
∞

0

,    𝑥 > 0. 

Γ(𝑥 + 1) = 𝑥Γ(𝑥) 

 دستگاه معادلات دیفرانسیل

 (Planar System) مسطس دستگاه معادلات

𝑥′ = 𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 

𝑦′ = 𝑐𝑥 + 𝑑𝑦 

𝑥″ − (𝑎 + 𝑑)𝑥′ + (𝑎𝑑 − 𝑏𝑐)𝑥 = 0 

 فرم ماتریسی

𝑋′ = (
𝑥′

𝑦′
) = (𝑎 𝑏

𝑐 𝑑
) (

𝑥
𝑦) ≡ 𝐴X 

  اولیه: حدس

X = V𝑒𝜆𝑡 ⇒ 𝐴V = 𝜆V 

 مقدار ویژه 

𝐴V = 𝜆V 

 ویژه را بیابید:مقادیر 

det(𝐴 − 𝜆𝐼) = 0 

𝐴)بردارهای ویژه  − 𝜆𝐼)V =  بید.بیا 𝜆را برای هر  0

 ی مختلف:هاحالت

 زا:ویژه مج مقادیر 

X(𝑡) = 𝑐1𝑒𝜆1𝑡V1 + 𝑐2𝑒𝜆2𝑡V2 

 ویژه تکراری: مقادیر 

X(𝑡) = 𝑐1𝑒𝜆𝑡V1 + 𝑐2𝑒𝜆𝑡(V2 + 𝑡V1) 

𝐴v2که در آن،  − 𝜆v2 = v1. 

 

 ماتریسی هایجواب

′ 𝑥تساوی . ۱ = 𝐴𝑥 ر نظر بگیرید.را د 

 را بیابید. 𝜆𝑖قادیر ویژه م. ۲

𝑣𝑖بردارهای ویژه . ۳ = (
𝑣𝑖1

𝑣𝑖2
 را بیابید. (

 جواب ماتریس اساسی را تشکیل دهید:. ۴

Φ = (
𝑣11𝑒𝜆1𝑡 𝑣21𝑒𝜆2𝑡

𝑣12𝑒𝜆1𝑡 𝑣22𝑒𝜆2𝑡
) 

 جواب عموی: . ۵

X(𝑡) = Φ(𝑡)𝐶 

۶ .𝐶 بیابید:  را 

 

X0 = Φ(𝑡0)C ⇒ C = Φ−1(𝑡0)X0 
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 ویژه مزدوج مختلط:  قادیرم 

X(𝑡) = 𝑐1𝑅𝑒(𝑒𝛼𝑡(cos 𝛽𝑡 + 𝑖 sin 𝛽𝑡)V)

+ 𝑐2𝐼𝑚(𝑒𝛼𝑡(cos 𝛽𝑡 + 𝑖 sin 𝛽𝑡)V) 

 :رفتار پاسخ

 پایدار: گره 𝜆1, 𝜆2 < 0 

  ناپایدار:گره 𝜆1, 𝜆2 > 0 

 :نقطه زینی 𝜆1𝜆2 < 0 

 :مرکز 𝜆 = 𝑖𝛽 

 :کانون پایدار 𝜆 = 𝛼 + 𝑖𝛽,   𝛼 < 0 

 :کانون ناپایدار 𝜆 = 𝛼 + 𝑖𝛽,   𝛼 > 0 

 جواب خ وصی: . ۷

X(𝑡) = Φ(𝑡)Φ−1(𝑡0)X0 

 جواب ماتریس اصلی:. ۸

ψ(𝑡) = Φ(𝑡)Φ−1(𝑡0) 

 جواب خ وصی:. ۹

X(𝑡) = ψ(𝑡)X0 

 نکته:

ψ′ = 𝐴ψ,   ψ(𝑡0) = 𝐼 

 های ماتریس غیرهمگنجواب

X(𝑡) = Φ(𝑡)C + Φ(𝑡) ∫ Φ−1(𝑠)f(𝑠)𝑑𝑠
𝑡

𝑡0

 

X(𝑡) = ψ(𝑡)X0 + ψ(𝑡) ∫ ψ−1(𝑠)f(𝑠)𝑑𝑠
𝑡

𝑡0

 

𝟐معکوس ماتریس  × 𝟐: 

(𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

)
−1

=
1

det 𝐴
( 𝑑 −𝑏

−𝑐 𝑎
) 
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