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 انتگرال

 ها و قوانین حاکمها، فرمولویژگی

∫ 𝑓(𝑥) ± 𝑔(𝑥)𝑑𝑥 = ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 ± ∫ 𝑔(𝑥)𝑑𝑥 ∫ 𝑐𝑓(𝑥)
𝑏

𝑎

𝑑𝑥 = 𝑐 ∫ 𝑓(𝑥)
𝑏

𝑎

𝑑𝑥 

∫ 𝑓(𝑥)
𝑏

𝑎

𝑑𝑥 = − ∫ 𝑓(𝑥)
𝑎

𝑏

𝑑𝑥 
∫ 𝑓(𝑥)

𝑏

𝑎

𝑑𝑥 = 𝐹(𝑥)|𝑎
𝑏 = 𝐹(𝑏) − 𝐹(𝑎) 

𝐹(𝑥) = ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 

∫ 𝑐
𝑏

𝑎

𝑑𝑥 = 𝑐(𝑏 − 𝑎) ∫ 𝑓(𝑥)
𝑎

𝑎

𝑑𝑥 = 0 

∫ 𝑐𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = 𝑐 ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 ∫ 𝑓(𝑥)
𝑏

𝑎

𝑑𝑥 = ∫ 𝑓(𝑥)
𝑐

𝑎

𝑑𝑥 + ∫ 𝑓(𝑥)
𝑏

𝑐

𝑑𝑥 

 ای و کسریانتگرال توابع چند جمله

∫ 𝑘𝑑𝑥
 

 

= 𝑘𝑥 + 𝑐 ∫ 𝑑𝑥
 

 

= 𝑥 + 𝑐 

∫
1

𝑥
𝑑𝑥 = 𝑙𝑛 |𝑥| + 𝑐 ∫ 𝑥𝑛𝑑𝑥

 

 

=
1

𝑛 + 1
𝑥𝑛+1 + 𝑐, 𝑛 ≠ −1 

∫
1

𝑎𝑥 + 𝑏
𝑑𝑥 =

1

𝑎
𝑙𝑛 |𝑎𝑥 + 𝑏| + 𝑐 ∫ 𝑥−𝑛𝑑𝑥

 

 

=
1

1 − 𝑛
𝑥1−𝑛 + 𝑐, 𝑛 ≠ 1 

∫(𝑎𝑥 + 𝑏) 𝑑𝑥 =
𝑎

2
𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐 

∫ 𝑥
𝑝
𝑞𝑑𝑥

 

 

=
1

𝑝
𝑞

+ 1
𝑥

(
𝑝
𝑞

+1)
+ 𝑐 =

𝑞

𝑞 + 𝑝
𝑥

𝑝+𝑞
𝑞 + 𝑐 

 انتگرال توابع مثلثاتی

∫ csc 𝑢 cot 𝑢 𝑑𝑢
 

 

= −𝑐𝑠𝑐 𝑢 + 𝑐 ∫ cos 𝑢 𝑑𝑢
 

 

= sin 𝑢 + 𝑐 

∫ csc2 𝑢   𝑑𝑢
 

 

= −𝑐𝑜𝑡 𝑢 + 𝑐 ∫ sin 𝑢 𝑑𝑢
 

 

= −cos 𝑢 + 𝑐 

∫ tan 𝑢 𝑑𝑢
 

 

= ln | sec 𝑢 | + 𝑐 ∫ sec2 𝑢 𝑑𝑢
 

 

= tan 𝑢 + 𝑐 

∫ cot 𝑢 𝑑𝑢
 

 

= ln | sin 𝑢 | + 𝑐 ∫ sec 𝑢 tan 𝑢 𝑑𝑢
 

 

= sec 𝑢 + 𝑐 

∫ sec3 𝑢𝑑𝑢
 

 

=
1

2
(sec 𝑢 𝑡𝑎𝑛 𝑢 + 𝑙𝑛 |𝑠𝑒𝑐 𝑢 + 𝑡𝑎𝑛 𝑢|) + 𝑐 ∫ sec 𝑢 𝑑𝑢

 

 

= ln | sec 𝑢 + tan 𝑢| + 𝑐 

∫ csc3 𝑢𝑑𝑢
 

 

=
1

2
(−csc 𝑢 𝑐𝑜𝑡 𝑢 + 𝑙𝑛 |𝑐𝑠𝑐 𝑢 − 𝑐𝑜𝑡 𝑢|) + 𝑐 ∫ csc 𝑢 𝑑𝑢

 

 

= ln | csc 𝑢 − cot 𝑢| + 𝑐 
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 انتگرال توابع لگاریتمی و نمایی

∫ ln 𝑢 𝑑𝑢
 

 

= 𝑢 ln 𝑢 − 𝑢 + 𝑐 ∫ 𝑒𝑢𝑑𝑢
 

 

= 𝑒𝑢 + 𝑐 

∫ 𝑢𝑒𝑢𝑑𝑢
 

 

= (𝑢 − 1)𝑒𝑢 + 𝑐 ∫ 𝑎𝑢𝑑𝑢
 

 

=
𝑎𝑢

ln 𝑎
+ 𝑐 

∫ 𝑒𝑎𝑢 sin(𝑏𝑢)
 

 

=
𝑒𝑎𝑢

𝑎2 + 𝑏2
(𝑎 𝑠𝑖𝑛 (𝑏𝑢) − 𝑏𝑐𝑜𝑠 (𝑏𝑢)) + 𝑐 ∫

1

𝑢 𝑙𝑛𝑢
𝑑𝑢

 

 

= 𝑙𝑛 |𝑙𝑛 𝑢| + 𝑐 

∫ 𝑒𝑎𝑢 cos(𝑏𝑢)
 

 

=
𝑒𝑎𝑢

𝑎2 + 𝑏2
(𝑎 𝑐𝑜𝑠 (𝑏𝑢) + 𝑏𝑠𝑖𝑛 (𝑏𝑢)) + 𝑐 ∫ 𝑢𝑒𝑐𝑢𝑑𝑢

 

 

=
𝑒𝑐𝑢(𝑐𝑢 − 1)

𝑐2
+ 𝑐 

 انتگرال توابع معکوس مثلثاتی

∫ tan 𝑢 
−1 𝑑𝑢

 

 

= 𝑢 𝑡𝑎𝑛−1𝑢 −
1

2
𝑙𝑛(1 + 𝑢2) + 𝑐 ∫

1

√𝑎2 − 𝑢2
𝑑𝑢

 

 

= sin−1
𝑢

𝑎
+ 𝑐 

∫ cos 𝑢 
−1 𝑑𝑢

 

 

= 𝑢 𝑐𝑜𝑠−1𝑢 − √1 − 𝑢2 + 𝑐 ∫
1

𝑎2 + 𝑢2
𝑑𝑢

 

 

=
1

𝑎
tan−1 (

𝑢

𝑎
) + 𝑐 

∫ sin 𝑢 
−1 𝑑𝑢

 

 

= 𝑢 𝑠𝑖𝑛−1𝑢 + √1 − 𝑢2 + 𝑐 ∫
1

𝑢 √𝑢2 − 𝑎2
𝑑𝑢

 

 

=
1

𝑎
sec−1 (

𝑢

𝑎
) + 𝑐 

 انتگرال توابع هایپربولیکی

∫ sech 𝑢 tanh 𝑢  𝑑𝑢
 

 

= − sech 𝑢 + 𝑐 ∫ sinh 𝑢 𝑑𝑢
 

 

= cosh 𝑢 + 𝑐 

∫ csch 𝑢 coth 𝑢  𝑑𝑢
 

 

= − csch 𝑢 + 𝑐 ∫ cosh 𝑢 𝑑𝑢
 

 

= sinh 𝑢 + 𝑐 

∫ sech 𝑢 𝑑𝑢
 

 

= tan−1|sinh 𝑢| + 𝑐 ∫ tanh 𝑢 𝑑𝑢
 

 

= 𝑙𝑛 𝑐𝑜𝑠ℎ 𝑢 + 𝑐 

∫ csch2 𝑢 𝑑𝑢
 

 

= −coth 𝑢 + 𝑐 ∫ sech2 𝑢 𝑑𝑢
 

 

= tanh 𝑢 + 𝑐 

 انتگرال چند تابع پرکاربرد

∫
1

𝑢2 − 𝑎2
𝑑𝑢

 

 

=
1

2𝑎
ln |

𝑢 − 𝑎

𝑢 + 𝑎
| + 𝑐 ∫

1

𝑎2 − 𝑢2
𝑑𝑢

 

 

=
1

2𝑎
ln |

𝑢 + 𝑎

𝑢 − 𝑎
| + 𝑐 

∫ √𝑢2 − 𝑎2 𝑑𝑢
 

 

=
𝑢

2
√𝑢2 − 𝑎2 −

𝑎2

2
ln |𝑢 + √𝑢2 − 𝑎2| + 𝑐 

∫ √𝑎2 + 𝑢2 𝑑𝑢
 

 

=
𝑢

2
√𝑎2 + 𝑢2 +

𝑎2

2
ln |𝑢 + √𝑎2 + 𝑢2|

+ 𝑐 

∫ √2𝑎𝑢 − 𝑢2 𝑑𝑢
 

 

=
𝑢 − 𝑎

2
√2𝑎𝑢 − 𝑢2 +

𝑎2

2
cos−1

𝑎 − 𝑢

𝑎
+ 𝑐 

∫ √𝑎2 − 𝑢2 𝑑𝑢
 

 

=
𝑢

2
√𝑎2 − 𝑢2 +

𝑎2

2
sin−1

𝑢

𝑎
+ 𝑐 
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 گیریهای انتگرالروش

∫حاصل انتگرالی به صورت  𝑓(𝑔(𝑥))𝑔′(𝑥) 𝑑𝑥
𝑏 

𝑎 
با استفاده  

∫برابر با  ،از روش تغییر متغیر 𝑓(𝑢)𝑑𝑢
𝑔(𝑏) 

𝑔(𝑎) 
در ابتدا  است. 

𝑢تغییر متغیر  = 𝑔(𝑥)  در نظر گرفته شده و با جایگذاری

 .به دست آمده استآن در انتگرال مفروض، پاسخ 

به جز به صورت زیر  فرمول استاندارد انتگرال جز

 است.

∫ 𝑢𝑑𝑣 = 𝑢𝑣 −
 

 

∫ 𝑣𝑑𝑢 

را شناسایی کرده و با  dvو  uدر ابتدا  ،بنابراین

ها در رابطه فوق، حاصل انتگرال جایگذاری آن

 . شودمحاسبه می

 تغییر متغیر مثلثاتی

√𝑏2𝑥2 − 𝑎2  →   𝑥 =
𝑎

𝑏
sec 𝜃 √𝑎2 − 𝑏2𝑥2  →   𝑥 =

𝑎

𝑏
sin 𝜃 

√𝑎2 − 𝑥2  →   𝑥 = 𝑎 sin 𝜃 √𝑎2 + 𝑏2𝑥2  →   𝑥 =
𝑎

𝑏
tan 𝜃 

√𝑥2 − 𝑎2  →   𝑥 = 𝑎 sec 𝜃 √𝑎2 + 𝑥2  →   𝑥 = 𝑎 tan 𝜃 

 های انتگرالکاربرد

 مساحت سطح

∫حاصل  𝑓(𝑥) 𝑑𝑥
𝑏 

𝑎 
xاز  𝑓(𝑥)ابر با مساحت سطح زیر نمودار تابع بر   = a  تاx = b  است. بخش قرار گرفته زیر

 ، منفی و بخش بالای محور مثبت است.x محور

 

 ارمساحت بین دو نمود

اختلاف دو تابع است. اشکال زیر سه حالت مختلفِ  دار در یک بازه برابر با انتگرالمساحت بین دو نمو

 د.ندهمحاسبه مساحت بین نمودار را نشان می

 

𝐴 = ∫ 𝑓(𝑥) − 𝑔(𝑥)
𝑐

𝑎

𝑑𝑥 + ∫ 𝑔(𝑥) − 𝑓(𝑥)
𝑏

𝑐

𝑑𝑥 

 

 

𝐴 = ∫ 𝑓(𝑦) − 𝑔(𝑦)
𝑑

𝑐

𝑑𝑦 

 

𝐴 = ∫ 𝑓(𝑥) − 𝑔(𝑥)
𝑏

𝑎

𝑑𝑥 
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 حجم ایجاد شده در نتیجه دوران

𝑉دو فرمول اصلی به منظور محاسبه حجم،  = ∫ 𝐴(𝑥)
𝑏

𝑎
𝑑𝑥  و 𝑉 = ∫ 𝐴(𝑦)

𝑏

𝑎
𝑑𝑦 هایی بهستند. در ادامه روشه 

 )مساحت( ارائه شده است. Aمنظور محاسبه 

 هااستوانه

فرمول محاسبه مساحت جانبی یک استوانه برابر است 

 با:

𝐴 = 2𝜋 × شعاع ×  عرض

 هاحلقه

های شعاعفرمول محاسبه مساحت یک حلقه با 

 داخلی و خارجی برابر است با:

𝐴 = 𝜋(شعاع خارجی
2

− شعاع داخلی
2

) 

 

|𝑎| + 𝑦 ∶  شعاع

𝑓(𝑦) − 𝑔(𝑦) ∶  عرض

 

𝑎 − 𝑦 ∶  شعاع 
 

𝑓(𝑦) − 𝑔(𝑦) ∶  عرض 

 
|𝑎| + 𝑔(𝑥):  شعاع خارجی

 

|𝑎| + 𝑓(𝑥):  شعاع داخلی
 

 

𝑎 − 𝑓(𝑥):  شعاع خارجی

𝑎 − 𝑔(𝑥):  شعاع داخلی

 کار

𝑎جسمی را در بازه 𝐹(𝑥) اگر نیروی  < 𝑥 < 𝑏 جا کند، هجاب

 کار انجام شده برابر است با:

𝑤 = ∫ 𝐹(𝑥)
𝑏

𝑎

𝑑𝑥 

 مقدار متوسط تابع

𝑎 در بازه  𝑓(𝑥) مقدار متوسط تابع  ≤ 𝑥 ≤ 𝑏  برابر

 است با:

𝐹𝑎𝑣𝑔 =
1

𝑏 − 𝑎
∫ 𝑓(𝑥)

𝑏

𝑎

𝑑𝑥 

 انتگرال ناسره

گیری در آن بینهایت باشد. به انتگرال انتگرال بازهشود که یک یا دو سر فته میانتگرال ناسره به انتگرالی گ

 شود.واگرا گفته میدر غیراینصورت ای که مقدار مشخصی داشته باشد، همگرا و ناسره

 حد بینهایت

 
∫ 𝑓(𝑥)

∞

𝑎

𝑑𝑥 = lim
𝑡→∞

∫ 𝑓(𝑥)
𝑡

0

𝑑𝑥 ∫ 𝑓(𝑥)
𝑏

−∞

𝑑𝑥 = lim
𝑡→−∞

∫ 𝑓(𝑥)
𝑏

𝑡

𝑑𝑥 

 انتگرال ناپیوسته

∫اگر   𝑓(𝑥)
𝑏

𝑎
𝑑𝑥  در نقطهa  ناپیوسته باشد، آنگاه انتگرال

limبه صورت 
𝑡→𝑎+

∫ 𝑓(𝑥)
𝑏

𝑡
𝑑𝑥 شود.محاسبه می 

∫اگر  𝑓(𝑥)
𝑏

𝑎
𝑑𝑥  در نقطهb گاه ناپیوسته باشد، آن

limانتگرال به صورت 
𝑡→𝑏−

∫ 𝑓(𝑥)
𝑡

𝑎
𝑑𝑥شود.می محاسبه 
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 تقریب انتگرال معین

∫انتگرال  𝑓(𝑥)
𝑏

𝑎
𝑑𝑥  و عددn در روش سیمپسون  مفروض است(n  با استفاده از تعریف .)بایستی فرد باشد∆𝑥 =

𝑏−𝑎

𝑛
,𝑎]و تقسیم کردن بازه   𝑏] های هبه باز[𝑥0, 𝑥1], [𝑥1, 𝑥2], … , [𝑥𝑛−1, 𝑥𝑛]  که در آن𝑥0 = 𝑎  و𝑥𝑛 = 𝑏  ،توانمیبوده 

𝑥𝑖. محاسبه کردهای زیر با استفاده از روش در بازه مذکوررا  fحاصل انتگرال تابع 
 همیانی باز نقطه بر بانیز برا ∗

i شود.گرفته میام در نظر 

 روش نقطه میانی

∫ 𝑓(𝑥)
𝑏

𝑎

𝑑𝑥 ≈ ∆𝑥[𝑓(𝑥1
∗) + 𝑓(𝑥2

∗) + ⋯ + 𝑓(𝑥𝑛
∗ )] 

 ایروش ذوزنقه

∫ 𝑓(𝑥)
𝑏

𝑎

𝑑𝑥 ≈
∆𝑥

2
[𝑓(𝑥0) + 2𝑓(𝑥2) + 2𝑓(𝑥3) + 2𝑓(𝑥4) … + 2𝑓(𝑥𝑛−1) + 2𝑓(𝑥𝑛)] 

 (Simpson’s Ruleروش سیمپسون )

∫ 𝑓(𝑥)
𝑏

𝑎

𝑑𝑥 ≈
∆𝑥

3
[𝑓(𝑥0) + 4𝑓(𝑥1) + 2𝑓(𝑥2) + ⋯ + 2𝑓(𝑥𝑛−2) + 4𝑓(𝑥𝑛−1) + 𝑓(𝑥𝑛)] 
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