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 مشتق

 (Definition and Notation) هاو نماد ریفتع

yاگر  = f(x)  تابعی مفروض باشد، مشتق تابعf  برابر

f′(x)با حد  = lim
                   h→0

f(x+h)−f(x)

h
 است. 

yاگر  = f(x)  باشد، تمامی عبارات زیر، مشتق تابعf 

xدر نقطه  = a دهند.را نشان می 

𝑓′(𝑎) = 𝑦′|𝑥=𝑎 =
𝑑𝑓

𝑑𝑥
|𝑥=𝑎 =

𝑑𝑦

𝑑𝑥
|𝑥=𝑎 = 𝐷𝑓(𝑎) 

yاگر  = f(x)  گاه تمامی عبارات زیر معادل یکدیگر هستند:باشد، آن 

f′(x) = y′ =
df

dx
=

dy

dx
=

d(f(x))

dx
= Df(x) 

 (Interpretation of the Derivative) بیان مشتق

𝑓′(𝑎) ای تابع تغییرات لحظهf  در نقطه𝑥 = 𝑎  را نشان

 دهد.می

𝑚 = 𝑓′(𝑎) شیب خط مماس بر تابع  اندازهy = f(x)  در

xنقطه  = a چنین معادله این خط دهد. همرا نشان می

y مماس برابر با  = f(a) + f′(a)(x − a) .است 

yاگر  = f(x) ای را در زمان موقعیت ذره𝑥  ،نشان دهد𝑓′(𝑎)  نشان دهنده سرعت ذره در زمانx = a .است 

 (Properties and Formulas)  های مشتقها و فرمولویژگی

(𝑐𝑓)′ = 𝑐𝑓′(𝑥) (
𝑓

𝑔
)

′
=

𝑓′𝑔−𝑓𝑔′

𝑔2                                    قانون تقسیم

(𝑓 ± 𝑔)′ = 𝑓′(𝑥) ± 𝑔′(𝑥) 
𝑑

𝑑𝑥
(𝑐) = 0 

′(𝑓𝑔)                         قانون ضرب = 𝑓′𝑔 + 𝑔′(𝑥)𝑓 قانون توان                                   
𝑑

𝑑𝑥
(𝑥𝑛) = nxn−1 

     ایمشتق زنجیره
d

dx
(f(g(x))) = f ′(g(x))g′(x) 

  (Known functions Derivative)مشتق توابع معروف

𝑑

𝑑𝑥
(𝑠𝑒𝑐 𝑥) = 𝑠𝑒𝑐 𝑥 𝑡𝑎𝑛 𝑥 

𝑑

𝑑𝑥
(𝑥) = 1 

𝑑

𝑑𝑥
(𝑐𝑠𝑐 𝑥) = −𝑐𝑠𝑐 𝑥 𝑐𝑜𝑡 𝑥 

𝑑

𝑑𝑥
(𝑠𝑖𝑛 𝑥) = 𝑐𝑜𝑠 𝑥 

𝑑

𝑑𝑥
(𝑐𝑜𝑡 𝑥) = − 𝑐𝑠𝑐2 𝑥 

𝑑

𝑑𝑥
(𝑐𝑜𝑠 𝑥) = −𝑠𝑖𝑛 𝑥 

𝑑

𝑑𝑥
(𝑠𝑖𝑛−1 𝑥) =

1

√1 − 𝑥2
 

𝑑

𝑑𝑥
(𝑡𝑎𝑛 𝑥) = 𝑠𝑒𝑐2 𝑥 

𝑑

𝑑𝑥
(𝑎𝑥) = 𝑎𝑥𝑙𝑛 (𝑎) 

𝑑

𝑑𝑥
(𝑐𝑜𝑠−1 𝑥) = −

1

√1 − 𝑥2
 

𝑑

𝑑𝑥
(𝑒𝑥) = 𝑒𝑥 

𝑑

𝑑𝑥
(𝑡𝑎𝑛−1 𝑥) =

1

1 + 𝑥2
 

𝑑

𝑑𝑥
(𝑙𝑛 (𝑥)) =

1

𝑥
گاهآن   𝑥 >  اگر0

𝑑

𝑑𝑥
(𝑙𝑜𝑔𝑎(𝑥)) =

1

𝑥 𝑙𝑛(𝑎)
گاهآن    𝑥 > 0 اگر   
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 (Chain Ruleای )گیری زنجیرهمشتق

𝑑

𝑑𝑥
(cos [𝑓(𝑥)]) = −𝑓′(𝑥)sin [𝑓(𝑥)] 

𝑑

𝑑𝑥
([𝑓(𝑥)𝑛]) = 𝑛[𝑓(𝑥)]𝑛−1𝑓′(𝑥) 

𝑑

𝑑𝑥
(sin [𝑓(𝑥)]) = 𝑓′(𝑥)𝑐𝑜𝑠 [𝑓(𝑥)] 

𝑑

𝑑𝑥
(𝑒𝑓(𝑥)) = 𝑓′(𝑥)𝑒𝑓(𝑥) 

𝑑

𝑑𝑥
(cos [𝑓(𝑥)]) = −𝑓′(𝑥)𝑠𝑖𝑛 [𝑓(𝑥)] 

𝑑

𝑑𝑥
(ln [𝑓(𝑥)]) =

𝑓′(𝑥)

𝑓(𝑥)
 

𝑑

𝑑𝑥
(tan [𝑓(𝑥)]) = 𝑓′(𝑥) sec2[𝑓(𝑥)]  

𝑑

𝑑𝑥
(√f(x)) =

𝑓′(𝑥)

2√f(x)
 

𝑑

𝑑𝑥
(tan−1[𝑓(𝑥)]) =

𝑓′(𝑥)

1 + [𝑓(𝑥)]2
 

𝑑

𝑑𝑥
(sec [𝑓(𝑥)]) = 𝑓′(𝑥) sec  [𝑓(𝑥)]𝑡𝑎𝑛[𝑓(𝑥)] 

 (Higher Order Derivativesمشتق مراتب بالاتر )

 شود.به صورت زیر بیان می fام تابع n مشتق مرتبه

𝑓(𝑛)(𝑥) =
𝑑𝑛𝑓

𝑑 𝑥𝑛
 

 عبارت فوق برابر با تابع زیر است.

𝑓(𝑛)(𝑥) = (𝑓(𝑛−1)(𝑥))
′
 

nمشتق ، 𝑓(𝑛−1)(𝑥)تابع  توجه: −  است. fام تابع 1

 به صورت f(x)مشتق دوم تابع 

𝑓"(𝑥) = 𝑓(2)(𝑥) =
𝑑2𝑓

𝑑 𝑥2
  

 بیان شده و برابر با عبارت زیر است.

𝑓"(𝑥) = (𝑓′(𝑥))′ 

 (Implicit Differentiationگیری ضمنی )مشتق

در  ′yشود. فرض کنید هدف یافتن گیری میگیری ضمنی، از هرکدام از اجزای عبارت، مشتقمنظور مشتق به

𝑒2𝑥−9𝑦عبارت  + 𝑥3𝑦2 = 𝑠𝑖𝑛 (𝑦) + 11𝑥 .گیری به منظور انجام این کار از طرفین عبارت مذکور مشتق است

 شود.صورت زیر نوشته می شده و به

𝑒2𝑥−9𝑦(2 − 9𝑦′) + 3𝑥2𝑦2 + 2𝑥3𝑦𝑦′ = cos 𝑦 𝑦′ + 11 

𝑒2𝑥−9𝑦 − 9𝑦′𝑒2𝑥−9𝑦 + 3𝑥2𝑦2 + 2𝑥3𝑦𝑦′ = cos 𝑦 𝑦′ + 11  

(2𝑥3𝑦  − 9𝑒2𝑥−9𝑦 − cos 𝑦)𝑦′ = 11 − 2𝑒2𝑥−9𝑦 − 3𝑥2𝑦2 ⟹ ⟦𝑦′ =  
11 − 2𝑒2𝑥−9𝑦 − 3𝑥2𝑦2

2𝑥3𝑦  − 9𝑒2𝑥−9𝑦 − cos 𝑦
⟧ 

 شود.گیری ضمنی، مشتق تابع بر حسب خود و متغیرش بیان میمشتقبنابراین در 

 (Increasing/Decreasing – Concave Up & Down) تقعر –صعودی، نزولی 

 نقطه بحرانی

x = c نقطه بحرانی تابع ،f(x) شود، در نامیده می

 صورتی که یکی از دو شرط زیر را برآورده کند.

• 𝑓′(𝑐) ( برابر با صفر باشد𝑓′(𝑐) = 0.) 

•  𝑓′(𝑐).موجود نباشد 

 تابعِ نزولی و صعودی

I ،𝑓′(𝑥)اگر در بازه  • > در  fگاه تابع باشد، آن 0

 بازه مذکور صعودی است.

I ،𝑓′(𝑥)اگر در بازه  • < در  fگاه تابع باشد، آن 0

 بازه مذکور نزولی است.

I ،𝑓′(𝑥)اگر در بازه  • = در  fگاه تابع باشد، آن 0

 بازه مذکور ثابت است.
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 تقعر

I ،𝑓"(𝑥)اگر در بازه  • > در  fگاه تابع باشد، آن 0

 بازه مذکور مقعر است.

I ،𝑓"(𝑥)اگر در بازه  • < در  fگاه تابع باشد، آن 0

 بازه مذکور محدب است.

 نقطه عطف

x = c   نقطه عطف تابعf  شود در صورتی که نامیده می

 ،جهت تقعر در آن تغییر کند. بنابراین در این نقطه

𝑓"(𝑥)دوم برابر با صفر است )مشتق  = 0.) 

 (Extremum, Maximum and Minimumاکسترمم، ماکزیمم و مینیمم )

 اکسترمم نسبی

• 𝑥 = 𝑐،  ماکزیمم نسبی تابعf  است، در صورتی

xکه به ازای تمامی مقادیر نزدیک به  = c ،

𝑓(𝑐)رابطه  ≥ 𝑓(𝑥) .برقرار باشد 

• 𝑥 = 𝑐 مینیمم نسبی تابع ،f  است، در صورتی

xکه به ازای تمامی مقادیر نزدیک به  = c ،

𝑓(𝑐)رابطه  ≤ 𝑓(𝑥) .برقرار باشد 

 اکسترمم مطلق

• 𝑥 = 𝑐 ماکزیمم مطلق تابع ،f  است، در صورتی

𝑓(𝑐)، رابطه xکه به ازای تمامی مقادیر  > 𝑓(𝑥) 

 برقرار باشد.

• 𝑥 = 𝑐 مینیمم مطلق تابع ،f  است، در صورتی

در دامنه، رابطه  xکه به ازای تمامی مقادیر 

𝑓(𝑐) < 𝑓(𝑥) .برقرار باشد 

 آزمون اول مشتق

xاگر  = c  نقطه بحرانی تابعf :باشد 

• x = c  ماکزیمم نسبی است اگر در سمت چپ

𝑓′(𝑥)نقطه،  > و در سمت راست آن،  0

𝑓′(𝑥) <  باشد. 0

• x = c  مینیمم نسبی است اگر در سمت چپ

𝑓′(𝑥)نقطه،  < و در سمت راست آن،  0

𝑓′(𝑥) >  باشد. 0

• x = c  نه مینیمم و نه ماکزیمم است اگر

  xعلامت مشتق اول در سمت راست و چپِ 

 باشد. مشابهبا یکدیگر 

 قضیه مقدار اکسترمم

,𝑎]در بازه  f(x)اگر  𝑏]  پیوسته باشد، مقادیرc و d 

𝑎 وجود دارند به نحوی که نامساوی  ≤ 𝑐, 𝑑 ≤ 𝑏  برقرار

به ترتیب ماکزیمم و مینیمم  f(c) و f(d)بوده و مقادیر 

 .مطلق هستند

 آزمون دوم مشتق

xاگر  = c  ای بحرانی برای تابع نقطهf  باشد، در این

𝑓′(𝑐)صورت  = های زیر صادق بوده و عبارت 0

 هستند.

• x = c  ماکزیمم نسبی تابع𝑓  است در صورتی

𝑓"(𝑐)که  <  باشد. 0

• x = c  مینیمم نسبی تابع𝑓  است در صورتی که

𝑓"(𝑐) >  باشد. 0

 یافتن اکسترمم مطلق

در بازه  𝑓(𝑥)یافتن مقدار مطلق تابع  مراحل زیر برای

[𝑎, 𝑏]، شود.انجام می 

تمامی نقاط بحرانی در بازه مذکور یافته  •

 شوند.می

در تمامی نقاط بحرانی یافته شده،  f(x)مقادیر  •

 شوند.محاسبه می

 شوند.محاسبه می f(b) و f(a)مقادیر  •

به  ۳و  2ترین مقدار در مراحل بیشترین و کم •

 f(x)ترتیب ماکزیمم و مینیمم مطلق تابع 

 .هستند
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 قضیه مقدار میانگین

,f(aاگر تابع  b)  در بازه[a, b]  و در پیوسته بوده(𝑎, 𝑏) گاه عددِ پذیر باشد، آنمشتق c  در بازه𝑎 < 𝑐 < 𝑏  وجود

𝑓′(𝑐)دارد به نحوی که در رابطه  =
𝑓(𝑏)−𝑓(𝑎)

𝑏−𝑎
 صدق کند. 

 مثال

با فرض اینکه قاعده اولیه مثلث  متر به دیواری تکیه داده شده است. ۱۵ای به طول مطابق با شکل زیر پله

اگر انتهای پله که روی سطح قرار داده شده با سرعت  متر باشد، ۱۰برابر با 
1

4
متر بر ثانیه به سمت راست  

 نوک پله چقدر است؟  - عمودی –ثانیه سرعت  ۱2کشیده شود، پس از گذشت 

 

 نوشت و از آن مشتق گرفت. y و xتوان رابطه زیر را بین با توجه به ثابت بودن طول پله، می

𝑥2 + 𝑦2 = 152           ⟹           2𝑥𝑥′ + 2𝑦𝑦′ = 0 

𝑥ثانیه، طول قاعده مثلث برابر با  12، پس از جاییبهجا-سرعتبا توجه به رابطه  = 10 − 12 (
1

4
) = ، در بوده  7

 برابر است با: مثلثاندازه ارتفاع  نتیجه

𝑦 = √152 − 72 = √176  

 ، برابر است با:(′y)ثانیه پس از حرکت  𝑦، ۱2در رابطه فوق، سرعت  yو  x یگذاریجابا 

7 (−
1

4
) + √176𝑦′ = 0      ⟹              𝑦′ =

7

4√176
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